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In the setting of infinite graphs and non-compact Riemannian manifolds, we
show that suitable families of Poincare inequalities yield global embeddings of
Sobolev spaces into Lipschitz spaces, as well as Trudinger type inequalities. This
applies for example to cocompact coverings and to manifolds that are roughly
isometric to a manifold with nonnegative Ricci curvature. In the process, we give
several reformulations of the Sobolev inequalities, and in particular show their
equivalence with some L p FaberKrahn inequalities. We also give an interpretation
of some of our results in terms of distances on graphs associated with the L p norm
of the gradient.  1996 Academic Press, Inc.
1. Introduction
Dans RD, le the ore me de Sobolev indique que, pour tout p>D, il existe
Cp tel que
sup
x, y # RD
| f (x)& f ( y)|
|x& y| 1&Dp
Cp & |{f | &p , \f # C 0 (R
D). (V)
Autrement dit, l'espace de Sobolev W 1, p(RD) se plonge pour p>D dans
l'espace de Lipschitz 41&Dp(RD). Notre but initial e tait ici, en de veloppant
une ide e esquisse e dans [8], de donner un e nonce analogue pour une classe
assez ge ne rale de graphes infinis et de varie te s non compactes (D sera alors
un exposant de croissance du volume).
Notons que dans le cadre des varie te s, il s'agit surtout d'e crire des
ine galite s globales, a la diffe rence par exemple de celles de montre es dans
[4]; en contrepartie, elles ne peuvent valoir pour toutes les varie te s. Pour
les varie te s a courbure de Ricci positive ou nulle, de tels e nonce s ont de ja
e te obtenus dans [29] (et dans [28] pour les groupes de Lie) par des
me thodes reposant sur l'estimation du gradient du noyau de la chaleur.
Des plongements analogues peuvent e^tre e crits pour des espaces de finis en
termes du semi-groupe de la chaleur (cf. [10]), mais leur retraduction en
termes ge ome triques re clame a nouveau des estimations du gradient (voir
[28]). Notre me thode est plus directe, et permet de traiter des situations
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plus ge ne rales, par example les reve^tements co-compacts. Nous nous
appuyons seulement sur un encadrement du volume des boules, et sur les
ine galite s de Poincare a l'e chelle de ja utilise es dans [30], [12], et [13]; ces
hypothe ses sont comme la conclusion invariantes par quasi-isome trie, et
elles sont d'ailleurs pour une large part ne cessaires. Le traitement des
graphes semble nouveau. C'est d'ailleurs dans ce cadre que nous avons
re dige la plupart des preuves. Signalons que, bien que l'article de Macias
et Se govia [23] ne traite ni de plongements de Sobolev, ni d'ine galite s de
Poincare , une ge ne ralisation de (V) de coule aussi des techniques qui y sont
de veloppe es, sous des hypothe ses un peu plus fortes que les no^tres (voir la
Remarque 1 suivant la Proposition 4.6).
Un deuxie me the me a motive cet article: dans RD, (V) n'est que le versant
p>D des ine galite s de type Sobolev, l'autre e tant, pour p<D,
& f &pD(D&p)Cp & |{f | &p , \f # C 0 (RD).
Nous avons cherche a syste matiser, dans un cadre ge ne ral, les liens entre
les diverses formes que prennent les ine galite s de type Sobolev, suivant le
parame tre p. Un ingre dient crucial nous a e te fourni pour cela par [6].
Au 92, nous montrons que la famille des ine galite s de Sobolev, pour
p<D, peut e^tre naturellement prolonge e pour p>D par celle des ine galite s
dites de GagliardoNirenberg. Au 93, nous faisons le lien entre cette
premie re e chelle d'ine galite s et celle des ine galite s de type Nash; nous don-
nons aussi une nouvelle formulation des ine galite s de Sobolev en termes
d'ine galite s de type FaberKrahn. Nous de duisons de ce qui pre ce de qu'il
suffit qu'une ine galite de Sobolev (ou bien de Nash) ait lieu pour un certain
p<D pour que l'on sache dominer la borne supe rieure du module d'une
fonction en termes de la taille de son support et de la norme L p, p>D, de
son gradient. Au 94, nous montrons que si la croissance du volume des
boules du graphe conside re est polyno^miale d'exposant D, alors des
ine galite s de Poincare a l'e chelle sur les boules sont e quivalentes a des
ine galite s de Sobolev (resp. de GagliardoNirenberg) localise es sur les
boules si p<D (resp. p>D); si p>D, ceci donne le plongement de l'espace
de Sobolev dans l'espace de Lipschitz annonce ci-dessus. Au 95, nous
traitons le cas limite p=D; plus pre cise ment, nous montrons que (S pD),
p<D, entra@^ne une forme faible de l'ine galite de Trudinger qui a son tour
entra@^ne (S pD), p>D. Au 96, nous interpre tons les plongements obtenus en
termes de distances de finies a l'aide de la norme L p du gradient (alors que
la distance usuelle est lie e a la norme L du gradient des fonctions). Au 97,
nous tirons les conse quences de nos re sultats dans le cadre des varie te s.
Nous faisons en particulier appara@^tre, lorsque la dimension topologique de
la varie te est infe rieure a sa dimension a l'infini D, une ine galite du type
(V), pour p=D, mais ou la puissance de la distance entre x et y est
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remplace e par son logarithme. Nous pre sentons ces re sultats dans le
cadre riemannien, mais ils s'appliquent tout aussi bien a des situations
sous-elliptiques (cf. par exemple [13], 99).
2. Ine galite s de Sobolev et ine galite s de GagliardoNirenberg
Soit X un graphe infini, connexe, localement uniforme ment fini: tout
sommet a au plus N voisins. Si x, y # X sont voisins, on note xty. Si f est
une fonction sur X, on de finit son gradient, ou pluto^t la longueur de son
gradient |{f | par |{f (x)| 2=ytx ( f (x)& f ( y))2. Les normes l p seront
prises par rapport a la mesure de comptage sur X. Nous noterons c0(X )
l'espace des fonctions a support fini sur X, c+0 (X ) le co^ne de celles qui sont
positives.
Conside rons sur X la famille des ine galite s de Sobolev
& f &pD(D&p)Cp & |{f | &p , \f # c0(X ), (S pD)
ou 1 p<D. Il est bien connu que cette famille est hie rarchise e (voir
[35]): si (S rD) a lieu, alors (S
p
D) aussi, pour 1r< p<D. Plus pre cise -
ment,
Lemme 2.1. Soient r, p, D tels que 1r< p<D. Alors (S rD) entra@^ne
(S pD) avec Cp=Cr((D&r) p(D&p) r)(N+1)
(1r)&(1p).
Cet e nonce est une conse quence facile du
Lemma 2.2. Soient :>1 et p>r1; alors
& |{f :| &r:(N+1)(1r)&(1p) & f :&1&pr( p&r) & |{f | &p , \f # c+0 (X ).
La preuve du Lemma 2.2 est e le mentaire; elle est e crite en de tail dans
[13].
Pour p>D, les ine galite s de Sobolev n'ont plus de sens; e crivons a leur
place
& f &Cp & f &1&Dpp & |{f | &
Dp
p , \f # c0(X ). (S
p
D)
Ces ine galite s ont e te conside re es et de montre es dans RD par Gagliardo et
Nirenberg ([15], [25]); elles peuvent aussi e^tre formule es, comme les
ine galite s de Sobolev, dans le cadre abstrait des semi-groupes d'ope rateurs
agissant sur L p ([8]).
On voit facilement, a l'aide du Lemma 2.2, que la famille des ine galite s
de GagliardoNirenberg est hie rarchise e elle aussi: pour D<r< p, (S rD)
entra@^ne (S pD).
Nous allons maintenant voir que chaque ine galite de Sobolev entra@^ne
toutes les ine galite s de GagliardoNirenberg; finalement, (S rD) implique
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(S pD) si 1r< p et r, p{D. Le cas limite r ou p=D sera traite au 94 ci-
dessous. La proposition suivante est du^e, dans le cadre des varie te s, et pour
r=2, a Gilles Carron ([6], prop. 2.3); le passage aux graphes et a r
quelconque ne pose pas de re el proble me. Nous donnons toutefois une
preuve comple te.
Proposition 2.3. Soient r, p, D tels que 1r<D< p. Alors (S rD) impli-
que (S pD).
Preuve. Soit A/X. On notera |A| le cardinal de A, A=[x # A; _y # X,
ytx et y  A], A1 =A"A, et A =A _ (Ac). Soit f # c0(X ); posons
L=& f & , et pour 0tL, At=[x # X; | f (x)|L&t].
Appliquons (S rD) a la fonction g=(| f |&L+t) 1At :
\:At ( | f |&L+t)
rD(D&r)+
(D&r)D
C : |{g| r.
Si x # A1 t , |{g(x)|=|{ | f | (x)|, et si x # A ct , |{g(x)|=0.
Si x # At ,
|{g(x)| r= :
ytx, y # At
( | f (x)|&| f ( y)| )r+ :
ytx, y  At
( | f (x)|&L+t)t,
or si y  At , | f ( y)|<L&t, et 0| f (x)|&L+t<| f (x)|&| f ( y)|, donc
|{g(x)||{ | f | (x)|. On montre de me^me que si x # Act , |{g| (x)
|{ | f | | (x).
On obtient donc
\:At ( | f |&L+t)
rD(D&r)+
(D&r)D
C :
A t
|{ | f | | rC :
A t
|{f | r.
D'apre s Ho lder,
:
A t
|{f | r\: |{f | p+
rp
|A t | 1&(rp),
puisque p>r. D'autre part,
:
At
( | f |&L+t)rD(D&r) :
At2
( | f |&L+t )rD(D&r)(t2)rD(D&r) |At2 |.
Comme |A |C1 |A|, puisque X est localement uniforme ment fini, on
obtient ainsi
(t2)r |At2 | 1&(rD)C & |{f | &rp |At |
1&rp. (V)
Il en re sulte que
ctpD( p&D)|At | & |{f | & pD( p&D)p , \f # c0(X ), t # ]0, L].
84 thierry coulhon
File: 580J 282005 . By:CV . Date:25:01:00 . Time:15:48 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2548 Signs: 1266 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
En effet, pour f # c0(X ), posons
Kf= inf
t # ]0, L]
[t&( pD( p&D)) |At | & |{f | & pD( p&D)p ].
L'ine galite (V) entra@^ne
K 1&(rD)f t
r+ pD(1&(rD))( p&D)C$ & |{f | & r+ pD( p&D)(1&(rD)) |At | 1&rp.
Comme r+ pD(1&(rD))( p&D)=(1&rp) pD( p&D), ceci revient a
K 1&(rD)1&(rp)f t
pD( p&D)C" & |{f | & pD( p&D)p |At |, \t # ]0, L],
soit
K 1&(rD)1&(rp)f C"Kf .
Puisque 1&(rD)1&(rp)<1, Kf est donc minore e par un nombre c>0
inde pendamment de f 0 (notons que pour f 0, Kf{0 puisque |At |1,
\t # [0, L]).
Maintenant,
& f & pp=|
L
0
p|[ | f |t]| t p&1 dt=|
L
0
p |At | (L&t) p&1 dt
c \|
L
0
pt pD( p&D)(L&t) p&1 dt+ & |{f | &&pD( p&D)p
=c$L p+ pD( p&D) & |{f | &&pD( p&D)p ,
ce qui e quivaut a
& f & p2( p&D) C & f &
p
p & |{f | &
pD( p&D)
p ,
c'est-a -dire a l'ine galite annonce e.
Remarques. (1) Chacune des ine galite s (S pD) entra@^ne la minoration
du volume V(x, n)cnD: on peut d'apre s ce qui pre ce de supposer p>D
(pour un argument direct si p<D voir [6], prop. 2.4); on applique alors
(S pD) a la fonction (n&d( } , x))+. Nous noterons
V(x, n)cnD, \n # N*, \x # X. (S D )
(2) Nous venons de voir qu'a D fixe , on peut monter en p dans
l'e chelle des (S pD). On peut aussi redescendre, mais en ge ne ral on doit
perdre sur D: on voir facilement que si p>1, (S pD) entra@^ne l'ine galite
isope rimetrique
|0| 1&( pD)C |0|, pour tout 0 sous-ensemble fini de X,
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soit par la formule de coaire (S 1Dp), et donc (S
r
Dp) si 1<r< p (voir [9]
ou [13] pour des de tails). On ne peut en ge ne ral obtenir (S rD) a partir de
(S pD), si 1r< p: pour tout =>0 et D3, on construit dans [9] un
graphe ve rifiant (S 2D) mais pas (S
1
(D2)+=). En revanche, on montre dans
[12] que si l'ine galite de Poincare a l'e chelle (P1) (voir 93 ci-dessous) a
lieu, alors la minoration du volume (S D ), donc n'importe quelle (S
p
D),
suffit a entra@^ner (S 1D), c'est-a -dire toute l'e chelle.
3. Ine galite s de Nash et ine galite s de FaberKrahn
Conside rons l'ine galite (S rD) pour 1<r<D. Soit q # [1, r[. Comme,
d'apre s Ho lder,
& f &1+D((1q)&(1r))r & f &q & f &D((1q)&(1r))rD(D&r) ,
(S rD) entra@^ne
& f &1+D((1q)&(1r))r C & f &q & |{f | &D((1q)&(1r))r , \f # c0(X ). (N r, qD )
Le cas particulier r=2, q=1 de cette dernie re ine galite est connu sous le
nom d'ine galite de Nash. Il se trouve que, dans la pratique, c'est souvent
cette ine galite que l'on obtient pluto^t que (S 2D) (voir par exemple
[5], [12], [30], et le 92 ci-dessous). En fait, il re sulte des me thodes de
[24], pp. 113 et 117, (voir aussi [20] pour un aperc u sur le cas discret)
que pour 1<r<D, (S rD) e quivaut a (N
r, q
D ), pour chaque q # [1, r[, car
elles admettent une me^me reformulation en termes de r-capacite s. Dans le
particulier r=2, l'e quivalence re sulte plus simplement de me thodes de
semi-groupes d'ope rateurs a temps discret ou continu suivant le cadre con-
side re (voir [5], [11]). Il est vraisemblablement possible (et il serait
souhaitable) de donner une preuve directe de cette e quivalence.
Un autre avantage des ine galite s de type Nash est qu'elles peuvent e^tre
e crites aussi pour pD (et me^me pour p=+, mais pas, telles quelles,
pour p=1). Il est facile de voir, avec les techniques du 92, que l'e chelle
(N p, qD ) co@ ncide avec l'e chelle (S
p
D) pour p>D et tout q admissible. On voit
du me^me coup, sans invoquer l'e quivalence entre (S rD) et (N
r, q
D ) pour
1<r<D, que la Proposition 2.3 vaut encore si l'on remplace (S rD) par
(N r, qD ).
Proposition 3.1. Soit D>0, et 1q<r<+. Supposons qu'il existe
C>0 tel que
& f &1+D((1q)&(1r))r C & f &q & |{f | &
D((1q)&(1r))
r , \f # c0(X ). (N
r, q
D )
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Alors, si pr et p>D, l'ine galite (S pD) a lieu. Re ciproquement, pour
p # [D, +[, (S pD) entra@^ne (N
p, q
D ), pour tout q tel que 1q< p.
Preuve. En appliquant l'ine galite
&g&1+D((1q)&(1r))r C &g&q & |{g| &
D((1q)&(1r))
r
a g=(| f |&L+t) 1At , et en tenant compte du fait que
&g&q|At | (1q)&(1r) &g&r ,
on obtient
&g&rC |At | 1D & |{g| &r ,
donc, par les arguments de ja employe s ci-dessus, et en utilisant le fait que
r p,
(t2)r |At2 |C & |{f | &rp |At |
1+r((1D)&(1p)).
En de finissant Kf comme pre ce demment, on arrive a
KfC$K 1+r((1D)&(1p))f ,
et on conclut de la me^me fac on.
Il suffit d'e crire
& f &p& f &qpq & f &
1&(qp)
p
pour obtenir la re ciproque.
Remarque. La proposition pre ce dente vaut encore si r=+: pour
q<+, (N , qD ) entra@^ne facilement (S

D ) comme a la Remarque 1 suivant
la Proposition 2.3. Re ciproquement, nous verrons biento^t (preuve de la
Proposition 3.2) que (S D ) e quivaut a
& f &C |0| 1D & |{f | & ,
pour tout 0 sous-ensemble fini de X et toute fonction f supporte e dans 0.
On en de duit, avec les notations ci-dessus,
&g&C |At | 1D & |{g| & ,
puis
tC |At | 1D & |{f | & .
on obtient alors (N , qD ) en e crivant & f &
q
q=
L
0 q |At | (L&t)
q&1 dt.
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Nous allons maintenant, en e crivant pour tout p une ine galite classique-
ment conside re e pour p=2, introduire une nouvelle e chelle d'ine galite s, de
formulation simple et naturelle, et montrer qu'elle co@ ncide avec les e chelles
pre ce dentes. Nous appellerons ine galite s de FaberKrahn les ine galite s
suivantes, ou p parcourt [1, +]:
& f &pCp |0| 1D & |{f | &p , (F pD)
pour tout 0 sous-ensemble fini de X et toute fonction f supporte e dans 0.
On constate facilement (voir ci-dessous) que (F 1D) de coule de (S
1
D).
Re ciproquement, (F 1D) applique e a la fonction f =10 donne l'ine galite
isope rime trique
|0|D(D&1)C |0|,
soit (S 1D) d'apre s la formule de co-aire (voir [35]). Quant a (F
2
D), on peut,
pour la rapprocher de l'ine galite de FaberKrahn classique, la reformuler
en
*1(0)c |0|&2D,
ou , par analogie avec le cas continu, on note
*1(0)= inf
f # c(0)
& |{f | &22
& f &22
(c(0) de signe l'ensemble des fonctions sur X a support dans 0). Dans le
cadre des varie te s, Grigor'yan a montre dans [17] que (F 2D) e quivaut a
une de croissance du noyau de la chaleur qui e quivaut elle-me^me a (S 2D)
(voir aussi [6] pour une preuve directe de l'e quivalence entre (F 2D) et
(S 2D)). Nous allons voir que cette e quivalence se ge ne ralise a tout p{D.
Nous devrons pour cela transiter par l'e quivalence du^e a Maz'ja entre
(N p, qD ) et (S
p
D). Notons toutefois qu'il est facile de voir directement d'une
part que (F pD) est une conse quence a la fois de (S
p
D) et de (N
p, q
D ) (voir ci-
dessous), et d'autre part que (F rD) entra@^ne (S
p
D), si r p et p>D (voir la
preuve de la Proposition 3.1).
Proposition 3.2. Pour tout p # [1, +]"[D], (F pD) e quivaut a (S
p
D).
Preuve. Supposons p<D; si f est supporte e dans 0, & f &p
|0| 1D & f &Dp(D& p) , donc (S pD) implique (F
p
D). Pour p>D, la me^me
conclusion re sulte de & f &p|0| 1p & f & .
Nous avons de ja note que (F pD) implique (S
p
D) si p=1. Pour montrer
qu'il en est de me^me si 1< p<D, nous allons recourir a des ide es issues de
[17], Lemma 2.1. Nous montrerons que (F pD) implique (N
p, 1
D ) (cette
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implication vaut d'ailleurs pour tout p # ]1, +], ainsi que sa re cipro-
que); ceci suffit d'apre s Maz'ja. Partons de l'estimation
: f pCp :
[ f >t]
( f &t) p+C$p t p&1 : f, \f 0, \t>0, (V)
qui se prouve facilement en e crivant
: f p= :
[ f >2t]
f p+ :
[ f 2t]
f p.
Comme, d'apre s (F pD),
:
[ f >t]
( f &t) pC |[ f >t]| pD & |{f | & pp
C \1t & f &1+
pD
& |{f | & pp ,
on de duit de (V) que
& f & ppC \1t & f &1+
pD
& |{f | & pp+C$t
p&1 & f &1 .
En choisissant t=c (& f & pp & f &1)
1( p&1), avec c assez petit, on obtient
& f & pp\& f &
p
1
& f & pp+
pD( p&1)
& |{f | & pp ,
c'est-a dire (N p, 1D ).
La preuve de la Proposition 3.1 montre que (F pD) implique (S
p
D) si
D< p<+. On y constatait en fait que (N r, qD ) entra@^ne (F
r
D), puis que
(F rD) entra@^ne (S
p
D), pour pr et p>D.
Reste a traiter le cas p=+. Si l'on applique (F D ) a la fonction
(n&d( } , x))+ , on obtient imme diatement V(x, n)cnD, c'est-a -dire (S D ).
Supposons maintenant que (S D ) a lieu. Soit d(0) le diame tre inte rieur de
0 : d(0)=max[n; _x # X, B(x, n)/0]. Soit f une fonction supporte e dans
0, et x tel que | f (x)|=sup0 | f |; par de finition de d(0), il existe y # 0c tel
que d(x, y)=d(0)+1. Comme f ( y)=0,
sup
0
| f |=| f (x)& f ( y)|d(x, y) & |{f | &=(d(0)+1) & |{f | & .
Enfin, V(x, n)cnD entra@^ne c[d(0)]D|0|. On a donc bien (F D ).
Remarque. Que l'e chelle (F pD) soit monotone en p (y compris le cas
p=D) est une conse quence directe du Lemme 2.2.
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Nous pouvons maintenant e noncer:
Proposition 3.3. Si X ve rifie (S rD) pour 1r{D, ou bien (N
r, q
D ) pour
1q<r, ou bien encore (F rD) pour 1r, alors pour tout p tel que pr et
p>D, il existe Cp>0 tel que, pour tout 0 sous-ensemble fini de X et toute
fonction f supporte e dans 0,
sup
0
| f |Cp |0| (1D)&(1p) & |{f | &p .
Preuve. D'apre s ce qui pre ce de, les hypothe ses entra@^nent l'ine galite
de GagliardoNirenberg (S pD). Il suffit de substituer dans cette ine galite
sup0 | f | a & f & , et de majorer & f &p par (sup0 | f | ) |0| 1p pour obtenir le
corollaire.
Remarques. (1) Re ciproquement, la conclusion de la Proposition 3.3
implique (S pD); elle assure en effet, avec les notations de la preuve de la
Proposition 2.3,
tC |At | (1&D)(1& p) & |{f | &p ,
qui entra@^ne (S pD).
(2) Les e nonce s pre ce dents s'adaptent facilement au cadre des
varie te s. On ge ne ralise ainsi des re sultats classiques dans RD (voir par
exemple [16]). En revanche, la formulation des ine galite s de Sobolev en
termes d'ine galite s (F pD) nous para@^t nouvelle me^me dans R
D.
(3) On peut se demander, sous l'hypothe se (S pD), par quelle expres-
sion du type .p( |0| ) & |{f | &p l'on peut dominer sup0 | f |, suivant les
valeurs de p. Si p<D, il re sulte de (S pD) qu'il existe C tel que
sup
0
| f |C & |{f | &p ,
pour tout 0 sous-ensemble fini de X et toute fonction f supporte e dans 0,
puisque & f && f &pD(D& p) (ceci, en revanche, est propre au cadre dis-
cret!). Nous venons de traiter le cas D< p<+. Nous avons vu a la
Proposition 3.2 que le cas p=+ est analogue: (S D ) e quivaut a
sup
0
| f |C |0| 1D & |{f | & ,
pour tout 0 sous-ensemble fini de X et toute fonction f supporte e dans 0.
Enfin, le cas limite p=D sera traite au 94; la fonction .D sera logarithmique.
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4. Espaces de Lipschitz
Dans ce qui suit, B(x, n) de signera la boule de centre x # X et de rayon
n # N pour la distance du graphe X, et V(x, n) son cardinal. Si f est une
fonction sur X et n # N*, on de finit fn par fn(x)=1V(x, n) y # B(x, n) f ( y).
Soit p # [1, +[; nous dirons que X ve rifie l'ine galite de Poincare a
l'e chelle au niveau l p s'il existe C, C$ tels que
:
B(x, n)
| f & fn(x)| pCn p :
B(x, C$n)
|{f | p,
\f fonction sur X, \n # N*. (Pp)
Si l'on a C$=1, on peut voir avec des arguments inspire s de [39] que (Pp)
entra@^ne (Pq) pour q> p. Il se peut d'ailleurs que, comme dans [19] pour
le cas continu, on puisse montrer que l'on peut toujours prendre C$=1,
mais ce travail reste a faire dans le cadre discret; rappelons que (P1) a lieu
si et seulement si
inf[ |0 & B(x, n)|, |0c & B(x, n)|]C |0|,
pour 0/B(x, C$n&1). On trouvera enfin dans [12] 95, des conditions de
type combinatoire sur X qui assurent (P1) ou (P2).
The ore me 4.1. Soit X un graphe connexe, localement uniforme ment fini,
tel que:
C&1nDV(x, n)CnD, \x # X, \n # N*. (VD)
Alors, si 1 p<D, la proprie te suivante est ve rifie e: _C, C$ tels que, \f fonc-
tion sur X, \x # X, \n # N*,
:
B(x, n)
| f & fn(x)|Dp(D& p)C \ :B(x, C$n) |{f |
p+
D(D& p)
si et seulement si X ve rifie l'ine galite de Poincare a l'e chelle au niveau l p.
Si p>D, la proprie te suivante est ve rifie e: _C, C$>0 tels que, \f fonction
sur X, \x # X, \n # N*,
sup
B(x, n)
| f & fn(x)|Cn1&(D& p) \ :B(x, C$n) |{f |
p+
1p
,
si et seulement si X ve rifie l'ine galite de Poincare a l'e chelle au niveau l p.
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Nous aurons besoin de deux lemmes tire s, aux indices pre s, de [12]; le
second suit une ide e de D. Robinson dans [27]. Nous dirons que X a la
proprie te de re gularite du volume s'il existe C tel que
V(x, 2n)CV(x, n), \x # X, \n # N. (DV )
Lemme 4.2. Si X ve rifie (Pp) et la proprie te de re gularite du volume
(DV ), alors
& f & fn&pCn & |{f | &p , \f # c0(X ), \n # N*. (V)
La preuve se fait en imitant [12], pp. 302303.
Lemme 4.3. L'estimation (V), la minoration du volume
C&1nDV(x, n), \x # X, \n # N*,
et la condition
sup {V(x, n)V( y, n) ; d(x, y)n=<+ (VV)
entra@^nent l 'ine galite de Nash (N p, qD ), pour tout q tel que 1q< p et (S
1
D)
si p=1.
Preuve du Lemme 4.3. Le cas p=1 est traite dans [12]. Supposons
donc 1q< p. On e crit
f = f & fn+ fn ,
d'ou , d'apre s (V),
& f &pCn & |{f | &p+& fn&p .
On a d'autre part
& fn&V(x, n)&1 & f &1C$n&D & f &1 ,
d'ou , par dualite et interpolation (c'est ici que l'on utilise (VV)),
& fn&pC"n&D((1q)&(1p)) & f &q .
Finalement
& f &pCn & |{f | &p+C"n&D((1q)&(1p)) & f &q ,
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et l'ine galite cherche e s'ensuit par optimisation en n. Notons que (DV )
implique (VV).
Preuve du The ore me 4.1. La ne cessite des ine galite s (Pp) de coule de
\ :B(x, n) | f & fn(x)|
p+
1p
V(x, n)1D \ :B(x, n) | f & fn(x)|
Dp(D& p)+
(D& p)Dp
si p<D et de
\ :B(x, n) | f & fn(x)|
p+
1p
V(x, n)1p sup
B(x, n)
| f & fn(x)|
si p>D.
Montrons maintenant que les ine galite s (Pp) sont suffisantes, en
commenc ant par le cas p>D. Les hypothe ses permettent d'encha@^ner les
Lemmes 4.2, 4.3 et la Proposition 3.1, et d'obtenir:
& f &Cp & f &1&(Dp)p & |{f | &
Dp
p , \f # c0(X ). (S
p
D)
On adapte alors les arguments de [8], 9II, prop. 2. Fixons x # X, n # N*,
et f une fonction sur X. Soit . une fonction comprise entre 0 et 1, valant
1 sur B(x, n), nulle en dehors de B(x, 2n), et telle que & |{.| &C"n, par
exemple .=(1n) n&d( } , B(x, n))+. L'ine galite (S pD), applique e a la fonc-
tion ( f & fn(x)) ., donne
sup
B(x, n)
| f & fn(x)|&( f & fn(x)) .&
\ :B(x, 2n) | f & fn(x)|
p+
(1p)(1&(Dp))
_\ :B(x, 2n+1) |{([ f & fn(x)] .)|
p+
Dp2
Or
|{([ f & fn(x)] .)( y)||{f ( y)| sup
zt y
|.(z)|+| f ( y)& fn(x)| |{.( y)|,
donc
\ :B(x, 2n+1) |{([ f & fn(x)] .)|
p+
1p
\ :B(x, 2n+1) |{f |
p+
1p
+
C"
n \ :B(x, 2n+1) | f & fn(x)|
p+
1p
.
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Maintenant, on montre facilement qu'en pre sence de (DV ), (Pp) se renforce
en
:
B(x, kn)
| f & fn(x)| pCk n p :
B(x, C$k n)
|{f | p, \f fonction sur X,
\n # N*, avec k fixe #N*.
Il suffit pour cela d'e crire
\ :B(x, kn) | f & fn(x)|
p+
1p
\ :B(x, kn) | f & fkn(x)|
p+
1p
+V(x, kn)1p | fkn(x)& fn(x)|
\ :B(x, kn) | f & fkn(x)|
p+
1p
+_V(x, kn)V(x, n) &
1p
\ :B(x, n) | f & fkn(x)|
p+
1p
On en de duit
\ :B(x, 2n+1) |{([ f & fn(x)] .)|
p+
1p
C \ :B(x, C$n) |{f |
p+
1p
.
On conclut en utilisant a nouveau (Pp) pour majorer le premier facteur.
Si p<D, les Lemmes 4.2 et 4.3 donnent a nouveau (N p, qD ), donc (S
p
D).
La conclusion s'en de duit comme ci-dessus en appliquant (S pD) a
( f & fn(x)) ..
Remarque. L'e nonce pre ce dent devrait pourvoir e^tre localise , c'est-a -
dire les constantes C dans les hypothe ses et dans la conclusion remplace es
par des constantes Cx .
Si, dans le The ore me 4.1, on ne s'inte resse qu'au sens direct, autrement
dit si l'on renonce a re cupe rer les ine galite s de Poincare a partir des
ine galite s de Sobolev localise es, on peut affaiblir les hypothe ses sur X, en
particulier celles portant sur la croissance du volume. Je dois a Laurent
Saloff-Coste l'ide e d'une le ge re modification dans la preuve de 4.1 qui
autorise cette remarque.
The ore me 4.4. Soit X un graphe connexe, localement uniforme ment fini,
ve rifiant (S D ), c'est-a -dire V(x, n)cn
D, la proprie te de re gularite du
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volume (DV ), et (Pp), avec p>D. Alors, si 1 p<D, on a: _C, C$ tels que,
\f fonction sur X, \x # X, \n # N*,
:
B(x, n)
| f & fn(x)|Dp(D&p)C \ :B(x, C$n) |{f |
p+
D(D& p)
,
et si p>D: _C, C$>0 tels que, \f fonction sur X, \x # X, \n # N*,
sup
B(x, n)
| f & fn(x)|Cn1&(Dp) \ :B(x, C$n) |{f |
p+
1p
.
Remarques. (1) Le cas p=2<D redonne, sous des hypothe ses de
volume plus restrictives, mais sous une forme un peu plus pre cise, le
The ore me 2.1 de [30].
(2) Une partie du raisonnement que nous proposons dans le cas
p<D figure dans la preuve du The ore me 2.1 de [31]. A partir de
:
B(x, n)
| f & fn(x)|Dp(D& p)C \ :B(x, C$n) |{f |
p+
D(D&p)
,
on peut comme dans [31] obtenir une ine galite de Sobolev globale: on fixe
x # X et une fonction f sur X telle que & |{f | &p<+, et on constate que
la suite fn(x) est borne e car
| fn(x)|| f (x)& fn(x)|+| f (x)|
\ :B(x, n) | f & fn(x)|
Dp(D& p)+
(D& p)Dp
+| f (x)|
C$ & |{f | &p+| f (x)|.
On extrait alors de fn(x) une sous-suite de limite c( f ). On de montre ainsi
qu'il existe C tel que, pour toute fonction f sur X ve rifiant & |{f | &p<+,
il existe une constante c( f ) telle que
& f &c( f )&Dp(D& p)C & |{f | &p .
Nous allons maintenant nous inte resser de plus pre s au cas p>D. Intro-
duisons une forme faible de (Pp):
\ :B(x, n) | f & fn(x)|
p+
1p
Cn & |{f | &p , \f # c0(X ), n # N*. (P p)
Pour interpre ter le cas r=D dans la proposition suivante, on se reportera
au 95.
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Proposition 4.5. Soit X un graphe infini connexe, localement uniforme -
ment fini, ve rifiant (DV ), (S rD) et (P p), avec 1r p et p>D. Alors
| f (x)& f ( y)|Cd(x, y)1&(Dp) & |{f | &p , \f telle que
(L pD)
& |{f | &p<+, \x, y # X.
Preuve. A partir de (S pD) et (P p), on obtient, en raisonnant comme
en 4.1,
sup
B(z, n)
| f & fn(z)|Cn1&(Dp) \ :B(z, C$n) |{f |
p+
1p
.
Deux points x, y distincts e tant donne s, on peut choisir z # X et n # N* de
sorte que x, y # B(z, n) et nd(x, y). On e crit alors
| f (x)& f ( y)|| f (x)& fn(z)|+| f ( y)& fn(z)|2Cn1&(Dp) & |{f | &p ,
d'ou la conclusion.
Il en de coule, puisque (S D ), (DV ) et (Pp) entra@^nent (S
p
D),
Proposition 4.6. Soit X un graphe infini connexe, localement uniforme -
ment fini, ve rifiant (S D ), c'est-a -dire V(x, n)cn
D, la proprie te de re gularite
du volume (DV ), et (Pp), avec p>D. Alors
| f (x)& f ( y)|Cd(x, y)1&(Dp) & |{f | &p , \f telle que
(L pD)
& |{f | &p<+, \x, y # X.
Remarques. (1) Dans [23], il est montre que si une fonction f sur un
espace me trique mesure X ayant (DV ) ve rifie, pour 1 p+ et :>1p,
\ :B(x, n) | f & fn(x)|
p+
1p
C( f ) V(x, n):, \n # N*,
alors elle ve rifie
| f (x)& f ( y)|KC( f ) V(x, d(x, y)):&(1p), \x, y # X
(telle que, cette formulation vaut si X est discret). Si donc X posse de les
proprie te s (P p) et (VD), avec p>D, on en de duit (L pD), en prenant C( f )=
C & |{f | &p , et :=(1D), que W 1, p(X ) Y 41&(Dp)(X ). Ceci donne en par-
ticulier une autre preuve de la Proposition 4.6, avec toutefois une
hypothe se supple mentaire de majoration du volume.
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(2) L'ine galite (L pD) vaut en particulier, pour tout p>D, lorsque X
est le graphe de Cayley d'un groupe finiment engendre a croissance polyno^-
miale d'exposant D. On a en effet dans ce cas (Pp) pour p1 ([36]). Le
re sultat peut aussi e^tre obtenu a partir des estimations prouve es dans [18].
(3) (L pD) entra@^ne une version raffine e de la Proposition 3.3. On en
de duit en effet que, pour tout 0 sous-ensemble fini de X et toute fonction
f supporte e dans 0,
sup
0
| f |Cd(0)1&(Dp) & |{f | &p
ou d(0) est le diame tre inte rieur de 0. Il suffit pour cela d'adapter la fin
de la preuve de la Proposition 3.2.
(4) En appliquant (L pD) a la fonction (r&d(x, } ))
+ , on constate que
cette ine galite ne peut avoir lieu que si V(x, n)cnD. En fait, elle n'a lieu
que si (S pD) a lieu.
Soit W 1, p(X ), pour p1, (respectivement 4:(X ), pour 0<:<1), l'espace
(modulo les constantes) des fonctions telles que & |{f | &p<+ (respective-
ment celui des fonctions telles que supx, y | f (x)& f ( y)| d(x, y)&:). Dire que
(L pD), p>D, a lieu revient a dire que W
1, p(X ) se plonge dans 41&(Dp)(X ).
Notons que les ine galite s (L pD), p>D sont a rapprocher des ine galite s
& f &c( f )&Dp(D& p)Cp & |{f | &p , p<D
conside re es plus haut. Elles sont globales, au sens ou elles valent pour
toutes les fonctions telles que & |{f | &p<+, et elles de coulent de (DV ),
(S p) et (P p).
Proposition 4.7. Soit X un graphe infini connexe, localement uniforme -
ment fini, ve rifiant (DV ), tel que V(x, n)CnD (donc D1). Soit p>D;
alors le plongement
W 1, p(X ) Y 41&(Dp)(X )
a lieu si et seulement si X ve rifie (S pD) et
\ :B(x, n) | f & fn(x)|
p+
1p
Cn & |{f | &p , \f # c0(X ), n # N*. (P p)
Preuve. La Proposition 4.5 dit que (DV ), (S pD) et (P p) impliquent (L
p
D).
Re ciproquement, comme | f (z)& fn(x)|1V(x, n) y # B(x, n) | f (z)& f ( y)|,
on de duit de (L pD) que
sup
B(x, n)
| f & fn(x)|Cn1&(Dp) & |{f | &p ,
97ine galite s de poincare
File: 580J 282018 . By:CV . Date:25:01:00 . Time:15:48 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2625 Signs: 1556 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
donc
\ :B(x, n) | f & fn(x)|
p+
1p
CV(x, n)1p n1&(Dp) & |{f | &p ,
soit (P p), si X ve rifie V(x, n)CnD. D'apre s la Remarque 3 ci-dessus, on a
sup
0
| f |Cd(0)1&(Dp) & |{f | &p .
On en de duit, puisque par ailleurs (L pD) entra@^ne V(x, n)Cn
D (Remarque
4 ci-dessus):
sup
0
| f |C |0| (1D)&(1p) & |{f | &p ,
et nous avons observe a la Remarque 1 du 93 que (S pD) en de coule.
On peut se demander si W 1, p(X ) Y 41&(Dp)(X ) entra@^ne W 1, q(X ) Y
41&(Dp)(X ) pour tout q> p, et s'il existe des contre-exemples dans l'esprit
de [9] pour q # ]D, p[.
Nous allons voir en tout cas que W 1, p(X ) Y 41&(Dp)(X ) peut avoir lieu
pour p>D sans qu'aucune ine galite de Sobolev globale n'ait lieu.
Exemple. Soit X le graphe constitue par deux copies de ZD, jointes par
une seule are^te supple mentaire. Il est facile de voir que, comme ZD, X
ve rifie pour p>D
| f (x)& f ( y)|Cd(x, y)1&(Dp) & |{f | &p , \f # c0(X ),
plus pre cise ment
| f (x)& f ( y)|Cd(x, y)1&(Dp) \ :B(x, C$d(x, y)) |{f |
p+
1p
.
On en de duit facilement, en raisonnant comme au de but de la preuve
de 4.7, que X ve rifie (Pp), pour p>D. Mais, comme X a deux bouts, it ne
saurait ve rifier une ine galite du type
& f &c( f )&Dp(D& p)C & |{f | &p ,
pour p<D (prendre f #1 sur l'une des copies de ZD, 0 sur l'autre);
pourtant, X ve rifie (VD) (et d'ailleurs toutes les ine galite s de Sobolev S pD ,
p # [1, +]). D'apre s [31] (ou la Remarque 2 suivant le Thm. 4.4), X ne
ve rifie donc pas (Pp) pour p<D. On comparera avec la Remarque 1 a la
fin du 98 de [13]. En recollant par un cylindre deux copies de RD"B(0, 1),
on construit de la me^me fac on (voir [31], exemple 4) une varie te
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riemannienne comple te, a courbure de Ricci positive ou nulle sauf sur un
compact, telle que (Pp) ait lieu pour p>D et pas pour p<D; on peut
facilement modifier la construction de sorte que l'indice limite D soit dif-
fe rent de la dimension topologique de la varie te .
Il serait souhaitable de disposer d'exemples de graphes ve rifiant (VD),
avec D>1, mais tels que
| f (x)& f ( y)|Cd(x, y)1&(D$p) & |{f | &p
n'ait pas lieu pour D$=D, et me^me n'ait lieu que pour D$=1.
5. Le cas limite
Dans le cas p=D, nous allons montrer une ine galite inspire e par la
formulation que donne Ogawa ([26]) de l'ine galite de Trudinger pour
D=2.
Proposition 5.1. Soient r, D tels que 1r<D. Supposons que X ve rifie
l 'ine galite de Sobolev (S rD). Notons .m(t)=e
t&m&1k=0 t
kk !. Alors, pour
m=E(D)+1, il existe c, C>0 tels que
:
x # X
.m \c | f (x)|& |{f | &D+C
& f &DD
& |{f | &DD
, \f # c0(X )"[0]. (S DD)
Preuve. D'apre s le Lemme 2.1, on a
& f &pD(D& p)<C
p
D& p
& |{f | &p , \f # c0(X ), \p # [r, D[,
et donc, en appliquant a nouveau le Lemme 2.2,
& f :&pD(D& p)C$
p
D& p
& f :&1&pD(D& p) & |{f | &D ,
\f # c+0 (X ), \p # [r, D[, \:1.
En particulier, si (:&1) pD(D& p)=D, c'est-a -dire si :=Dp, on obtient
& f &DpD2(D& p)C$
D
D&p
& f & (Dp)&1D & |{f | &D , \f # c0(X ), \p # [r, D[,
soit, en posant q=D2(D& p),
& f &qqC"q
q&D & f &DD & |{f | &
q&D
D , \f # c0(X ). (V)
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Cette ine galite vaut a priori pour q # [D2(D&r), +[, mais s'e tend
facilement a q>D en e crivant & f &q& f &%q1 & f &
1&%
D , pour q1=D
2(D&r)
et D<q<q1 .
Restreignons-nous a des valeurs entie res de q et e crivons (V) sous la
forme:
:
x # X \
| f (x)|
& |{f | &D+
k
Ck \ & f &D& |{f | &D+
D
, \f # c0(X )"[0],
avec k # N, kE(D)+1, Ck=C"kk&D. Il en re sulte que, pour
m=E(D)+1,
:
x # X
.m \c | f (x)|& |{f | &D+\ :
+
k=m
ck
k !
Ck+ & f &
D
D
& |{f | &DD
, \f # c0(X )"[0].
Or, si c<1, la se rie +k=m (c
kk !) Ck converge, et la Proposition est
de montre e.
Remarques. (1) L'ide e qu'une ine galite du type (S DD) re sulte de (S
p
D)
pour p<D est pre sente, semble-t-il, dans [14].
(2) Nous laissons de co^te la question du lien entre (S DD) d'une part,
(F DD) ou (N
D, q
D ) (qui sont e quivalentes) d'autre part. L'une et les autres
re sultent de (S pD) pour p<D, et nous ache verons de le voir plus loin,
entra@^nent (S pD) pour p>D.
Corollaire 5.2. Sous les hypothe ses de la Proposition 5.1, il existe c, C
tels que pour tout sous-ensemble fini 0 de X et toute fonction f supporte e
dans 0,
:
x # 0
exp \ c | f (x)|& |{f | &D+C |0|.
Preuve. Supposons f supporte e dans 0; (S rD) entra@^ne (F
r
D), donc (F
D
D)
(cf. la Remarque suivant la Proposition 3.2). La Proposition 5.1 donne
donc
:
x # X
.m \ c | f (x)|& |{f | &D+C |0|.
Reste a contro^ler
:
m&1
k=0
ck
k !
& f &kk
& |{f | &kD
.
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Or, pour k=1, ..., E(D), on a
& f &kk& f &
k
D |0|
1&(kD)|0| & |{f | &kD .
Ceci termine la de monstration.
L'ine galite que nous venons de de montrer n'est probablement pas
optimale. Le ve ritable analogue de l'ine galite de Trudinger telle qu'elle vaut
dans RD (voir [34], [33]) s'e crirait
:
x # 0
exp _\ c | f (x)|& |{f | &D+
D(D&1)
&C |0|.
Cette ine galite re sulterait d'un meilleur contro^le par rapport a q des
constantes dans les ine galite s de type Sobolev pour q<D, par exemple
& f &qqCq
q(1&(1D)) & f &DD & |{f | &
q&D
D ,
ou encore
& f &qD(D&q)
C
(D&q)(D&1)D
& |{f | &q ,
voir aussi [28], Lemme 3. On se reportera a [22], [28] et [29] pour des
situations ou la forme forte peut e^tre atteinte.
Toutefois, la forme faible que nous venons d'obtenir s'inse re dans
l'e chelle des (S pD):
Proposition 5.3. L'ine galite (S DD) entra@^ne (S
p
D), pour tout p>D.
Preuve. Elle est calque e sur celle de la Proposition 2.4. Pour pm,
.m(t)t pp!, donc (S DD) implique
& f & ppCp & f &
D
D & |{f | &
p&D
D , \f # c0(X ).
On e tend cette ine galite a tout p>D en e crivant & f &p& f &%m & f &
1&%
D si
D< p<m. Avec les notations du 92, on l'applique a g=(| f |&L+t) 1At .
En utilisant le fait que
&g&D|At | (1D)&(1p) &g&p ,
on trouve
&g&pC |At | 1p & |{g| &D ,
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puis
(t2) p |At2 |C& |{f | & pp |At | pD.
On conclut alors comme en 2.3.
Les Propositions 5.1 et 5.3, jointes au 92, donnent finalement: si
1r< p+, (S rD) implique (S
p
D).
Donnons maintenant la version de la Proposition 3.3 qui correspond au
cas p=D.
Proposition 5.4. Si X ve rifie (S rD) pour rD, alors il existe C tel que,
pour tout 0 sous-ensemble fini non vide de X et toute fonction f supporte e
dans 0,
sup
0
| f |C(log |0|+1) & |{f | &D .
Preuve. On e crit
exp \c sup0 | f |& |{f | &D + :x # 0 exp \
c | f (x)|
& |{f | &D+ ,
puis on applique le Corollaire 5.2.
Remarque. Le caracte re discret de X est ici fortement utilise . Il est
d'ailleurs bien connu que dans RD, il existe des fonctions non borne es et a
support compact dans W 1, D (voir [1], p. 118).
En appliquant l'ine galite
sup
0
| f |C(log |0|+1) & |{f | &D .
a ( f & fn(x)) . comme en 4.1, on obtient alors:
Proposition 5.5. Soit X un graphe connexe, localement uniforme ment
fini, tel que:
C&1nDV(x, n)CnD, \x # X, \n # N*. (VD)
Alors, si X ve rifie l'ine galite de Poincare a l'e chelle au niveau l D, il existe C
tel que
| f (x)& f ( y)|C(log d(x, y)+1) & |{f | &D ,
\f # c0(X ), \x, y # X, x{ y.
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Ceci vaut en particulier si X est le graphe de Cayley d 'un groupe finiment
engendre , a croissance polyno^miale d 'exposant D.
Remarques. (1) La Proposition 5.5 admet une re ciproque partielle: si
X ve rifie (VD) et
| f (x)& f ( y)|C(log d(x, y)+1) & |{f | &D ,
\f # c0(X ), \x, y # X, x{ y,
alors
:
B(x, n)
| f & fn(x)|DC(n log n)D & |{f | &D , \f fonction sur X, \n2,
(2) On peut formuler d'autres estimations dans l'esprit du 94: si X
ve rifie C&1nDV(x, n), la proprie te de re gularite du volume (DV) et (PD),
on a
:
B(x, n)
exp \ c | f & fn(x)|(B(x, C$n) |{f |D)1D+CV(x, 2n),
et si X ve rifie (VD) et (PD),
sup
B(x, n)
| f & fn(x)|C(log n+1) \ :B(x, C$n) |{f |
D+
1D
.
Cette dernie re estimation entra@^ne en retour, en pre sence de (VD), une
forme faible de (PD):
:
B(x, n)
| f & fn(x)|DC(n log n)D :
B(x, C$n)
|{f |D, n2.
(3) Sous les hypothe ses de la Proposition 5.5, on peut comme
pre ce demment renforcer la conclusion de la Proposition 5.4 en:
sup
0
| f |C(log d(0)+1) & |{f | &D .
6. Une interpre tation me trique
Soit p # [1, +]; pour x, y # X, posons
$p(x, y)=sup[ | f (x)& f ( y)|; f # c0(X ), & |{f | &p1].
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On ve rifie facilement que $p est une distance sur X, et que $ est com-
parable a la distance usuelle:
1
N
d$d.
On a toujours
$pd 1&(1p).
En effet, si x=x0 , ..., xn= y est un chemin minimisant, on e crit
| f (x)& f ( y)| :
n&1
i=0
| f (xi)& f (xi+1)|
n1&(1p) \ :
n&1
i=0
| f (xi)& f (xi+1)| p+
1p,
donc
| f (x)& f ( y)|d(x, y)1&(1p) & |{f | &p .
En particulier, le diame tre de l'espace me trique (X, $1) est toujours fini:
$1(x, y)1, \x, y # X.
Si p>1 et si, pour D> p, X ve rifie l'ine galite de Sobolev
& f &pD(D& p)C & |{f | &p , \f # c0(X ) (S pD)
alors le diame tre de (X, $p) est fini:
\x, y # X, \f # c0(X ),
| f (x)& f ( y)|2 & f &2 & f &pD(D& p)2C & |{f | &p .
Remarquons que si l'on note
$p(x, )=sup[ | f (x)|; f # c0(X ), & |{f | &p1],
alors diam(X, $p)<+ O $p(x, )<+, \x # X, et que l'on peut refor-
muler un crite re bien connu (voir par exemple [2], p. 45) en disant que X
est transient si et seulement si $2(x, )<+, \x # X. On pourra com-
parer $p(x, ) avec la notion de longueur extre male (voir par exemple
[38]).
D'un autre co^te , on a toujours
$p(x, y)
cd(x, y)
V(x, d(x, y))1p
.
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Pour x, y fixe s, on conside re en effet f de finie par
f (z)=(d(x, y)&d(x, z))+
On a |{f |N sur B(x, d(x, y)), donc & |{f | &pNV(x, d(x, y))1p, d'ou
l'estimation puisque | f (x)& f ( y)|=d(x, y). Si X ve rifie V(x, n)Cx nD
pour un (ou tout) x # X, on a donc
$p(x, y)cd(x, y)1&(Dp), \y # X.
Le diame tre de (X, $p) est donc infini pour p>D; on a me^me $p(x, )=+,
autrement dit, dans la terminologie de [38], X est p-parabolique. Enfin, le
plongement de W 1, p(X ) dans 41&(Dp)(X ) e quivaut a l'ine galite en sens
inverse
$p(x, y)Cd(x, y)1&(Dp), \x, y # M.
De me^me, la conclusion de la Proposition 5.5 donne:
$D(x, y)C(log d(x, y)+a), \x, y # M, x{ y.
Le ve ritable analogue de l'ine galite de Trudinger entra@^nerait
$D(x, y)C(log d(x, y)+a)(D&1)D, \x, y # M, x{ y.
En sens inverse, on a toujours, de s que V(x, n)Cx nD, et si D>1,
$D(x, y)cx log(log d(x, y)+1), \y # M"[x].
Pour x, y fixe s, on conside re en effet f de finie par
f (z)=log(log d(x, y)+1) si z=x,
=log \log d(x, y)d(x, z) +1+ si z{x et d(x, z)d(x, y),
=0 si d(x, z)d(x, y).
On a |{f (z)|C[d(x, z)(log d(x, y)d(x, z)+1)]&1 pour z # B(x, d(x, y)+1);
on en de duit en utilisant la majoration du volume (et des calculs analogues
a ceux de [32], Lemma, p. 68) que & |{f | &D est de l'ordre d'une constante
ne de pendant que de Cx , d'ou l'estimation puisque | f (x)& f ( y)|=| f (x)|=
log(log d(x, y)+1). Donc, si V(x, n)Cx nD, avec D>1, le diame tre de
l'espace me trique (X, $D) est infini, et X est D-parabolique (ceci est le
re sultat de [32]; le cas particulier p=2 est le fait bien connu qu'un graphe
a croissance au plus quadratique est re current).
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Il re sulte de ce qui pre ce de que si X ve rifie V(x, n)Cx nD, alors pour
tout pD>1, il existe une fonction non borne e telle que & |{f | &p soit fini.
En particulier, la Proposition 3.3 ne s'e tend pas telle quelle au cas p=D.
7. Varie te s
Soit M une varie te riemannienne comple te connexe. Pour 0 un sous-
ensemble mesurable de M, |0| de signera son volume riemannien, et s'il est
suffisamment re gulier, |0| sera la mesure superficielle de son bord; B(x, r)
de notera la boule riemannienne de centre x et de rayon r, et l'on notera
V(x, r)=|B(x, r)|. Pour  # C 0 (M ), nous poserons r(x)=1V(x, r)
B(x, r) ( y) dy.
Nous dirons que M ve rifie l'ine galite de Poincare a l'e chelle sur les
boules si:
|
B(x, r)
|( y)&r(x)| dyCr |
B(x, 2r)
|{( y)| dy,
\ # C 0 (M ), x # M, r>0. (P)
Il re sulte des travaux de Buser ([3]) que les varie te s a courbure de Ricci
positive ou nulle ve rifient (P).
Nous dirons que M ve rifie localement l'ine galite de Poincare a l'e chelle
sur les boules, en abre ge ve rifie (P)0 , si, pour tout r0>0, il existe C(r0) tel
que
|
B(x, r)
|( y)&r(x)| dyC(r0) r |
B(x, 2r)
|{( y)| dy,
\ # C 0 (M ), x # M, r # ]0, r0].
Les varie te s a courbure de Ricci minore e ve rifient (P)0 . Les proprie te s (P)
et (P)0 entra@^nent automatiquement leurs versions L p: d'apre s [19], on
peut changer 2 en 1 dans les expressions pre ce dentes; le fait que sous cette
forme, (P)=(P1) ou (P)0=(P1)0 entra@^ne (Pp) ou (Pp)0 , p>1, avec des
notations e videntes, est classique (voir [39]).
Nous dirons enfin que M ve rifie a l'infini l'ine galite de Poincare a
l'e chelle sur les boules, en abre ge ve rifie (P) s'il existe C et si, pour tout
r0>0 et tout p1, il existe Cp(r0) tels que
|
B(x, r)
|( y)&r(x)| p dyCp(r0) r p |
B(x, Cr)
|{( y)| p dy,
\ # C 0 (M ), x # M, rr0 .
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Nous allons d'abord donner un the ore me local qui redonne ceux que l'on
trouve dans la litte rature (voir [4]); les hypothe ses en sont assure es si M
est a rayon d'injectivite positif et a courbure de Ricci minore e.
The ore me 7.1. Soit M une varie te riemannienne ve rifiant (P)0 , et telle
que, pour tout r0>0, il existe C$(r0) tel que
C$(r0)&1 rdV(x, r)C$(r0) rd, \x # X, \r # ]0, r0].
Alors, si p>d, on a
|(x)&( y)|Cd(x, y)1&(dp) & |{| &p , si d(x, y)1,
et
|(x)&( y)|C min(d(x, y)1&(dp), 1)(& |{| &p+&&p),
\x, y # M,  # C 0 (M ).
Preuve. Pour prouver la premie re assertion, il suffit de reprendre et
d'adapter les e tapes de la preuve du The ore me 4.1. De (P)0 et de l'estima-
tion du volume, on de duit comme au Lemme 4.2
&&r&pCr & |{| &p , \ # C 0 (M ), \r # ]0, 1].
On proce de alors comme au Lemme 4.3 pour e crire:
&&pC$r & |{| &p+C"n&D((1q)&(1p)) &&q , \r # ]0, 1],
ou q< p est fixe . En choisissant r=&&11+%q (& |{| &p+&&q)
&11+%, on
obtient l'ine galite de Nash localise e:
&&1+%p C(&&q & |{| &
%
p+&&
1+%
q ),
avec %=D((1q)&(1p)). On en de duit que, si  est supporte e dans 0,
&&pC( |0| 1D & |{| &p+|0| ((1+%)%)((1q)&(1p)) &&p);
en particulier, si |0|c avec c assez petit,
&&pC |0| 1D & |{| &p ,
donc
sup
0
||C |0| 1D & |{| &p ,
107ine galite s de poincare
File: 580J 282028 . By:CV . Date:25:01:00 . Time:15:48 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2479 Signs: 1172 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Comme dans la preuve du The ore me 4.1, on en tire, pour r>0 assez petit,
sup
B(x, r)
|&r(x)|CV(x, 2r)(1D)&(1p) \ :B(x, C$r) |{|
p+
1p
,
\x # M, f # C 0 (M ),
d'ou la premie re assertion du The ore me.
Pour prouver la seconde, on e crit
&&pC |0| 1D (& |{| &p+&&p)
pour 0 quelconque, et on en de duit, avec les techniques du 93, l'ine galite
de GagliardoNirenberg localise e
&&C &&1&(Dp)p (& |{| &p+&&p)
Dp,
et en particulier
&&C$(& |{| &p+&&p).
Si d(x, y)1, on a
|(x)&( y)|2 &&C(& |{| &p+&&p).
Compte tenu de la premie re assertion, ceci prouve le The ore me.
Remarque. On peut bien su^r dans le me^me esprit traiter les cas p=d et
p<D et obtenir des ine galite s de Trudinger (resp. de Sobolev) locales.
Nous allons maintenant donner un e nonce a l'infini, en utilisant des
techniques de discre tisation pour nous ramener aux re sultats des 94 et 5 sur
les graphes.
The ore me 7.2. Soit M une varie te riemannienne ve rifiant (P) , et telle
que, pour tout r0>0, il existe C$(r0) tel que
C$(r0)&1 rDV(x, r)C$(r0) rD, \x # X, \rr0 .
Alors, si p>D on a
| (x)& ( y)|Cd(x, y)1&(Dp) & |{| &p , si d(x, y)1 et  # C 0 (M ),
et de plus
| (x)& ( y)|C(log d(x, y)+1) & |{| &D ,
si d(x, y)1 et  # C 0 (M ),
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ou
 (x)=
1
V(x, 1) |B(x, 1) (z) dz.
Enfin, si p<D,
& &C & |{| &p , \ # C 0 (M ).
Preuve. Soit X le discre tise de M au sens de Kanai ([21], voir aussi
[2], [7], [13]; [21] conside re des varie te s a courbure de Ricci minore e et
a rayon d'injectivite positif, mais les hypothe ses ci-dessus sont suffisantes
pour discre tiser, cf. [13]). L'estimation du volume (d'apre s [21]) et la
proprie te (P) (d'apre s [13]) se transmettent de M a X. La Proposi-
tion 4.6 s'applique donc et on a, si p>D,
| (x)& ( y)|CdX (x, y)1&(Dp) & |{X  | &p , \ # C 0 (M ), x, y # X,
ou  est vue comme une fonction sur X. Mais les distances de deux points
x, y de X dans le graphe et dans la varie te sont uniforme ment comparables,
ainsi que & |{X  | &p et & |{| &p ([2], [7], [13]). Ceci de montre le cas
p>D du the ore me pour x, y dans X. Mais des points quelconques x, y de
M ne sont, par de finition, jamais loin de points x0 , y0 de X, et l'ine galite
de Poincare (P) permet de dominer | (x)& (x0)| et | ( y)& ( y0)| par
C & |{| &p . Le cas p=D est analogue, en utilisant la Proposition 5.5. Si
p<D, il suffit d'observer que X ve rifie (S pD), et donc
& &C & &Dp(D& p)C & |{X  | &p , \ # C 0 (M ).
En recollant les deux e nonce s pre ce dents, on obtient enfin:
The ore me 7.3. Soit M une varie te riemannienne ve rifiant (P), et telle
que
C&1rdV(x, r)Crd, \x # X, \r # [0, 1],
et
C&1rDV(x, r)CrD, \x # X, \r1.
Alors, si p>sup[d, D], on a
|(x)&( y)|Cd(x, y)1&(dp) & |{| &p , si d(x, y)1,
et
|(x)&( y)|Cd(x, y)1&(Dp) & |{| &p , si d(x, y)1, \ # C 0 (M ).
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Si d<D, on a de plus
|(x)&( y)|Cd(x, y)1&(dD) & |{| &D , si d(x, y)1
et
|(x)&( y)|C(log d(x, y)+1 & |{| &D ,
si d(x, y)1, \ # C 0 (M ).
Enfin, si d< p<D,
&&C & |{| &p , \ # C 0 (M ).
Remarques. (1) Les hypothe ses du The ore me 7.3 sont par exemple
ve rifie es si M est de dimension d, a courbure de Ricci minore e, et isome tri-
que a l'infini a une varie te a courbure de Ricci positive ou nulle ve rifiant
C&1rDV(x, r)CrD, \x # X, \r1 (voir [13]). Le cas quasi-isome tri-
que e tait traite dans [29].
(2) On aurait les me^mes conclusions en prenant pour M un reve^te-
ment galoisien d'une varie te riemannienne compacte M1 de dimension d, 1
le groupe du reve^tement, et en supposant 1 a croissance polyno^miale
d'exposant D.
(3) On rapprochera le cas d< p<D du 96.2 de [10].
(4) Dans ce qui pre ce de, les majorations du volume peuvent e^tre
remplace es par des conditions de re gularite du volume de type (DV ),
locales, a l'infini ou globales suivant le contexte, sauf lorsqu'il s'agit des cas
p=d ou p=D.
Les techniques pre ce dentes s'appliquent aussi a des situations sous-ellip-
tiques comme celles conside re es dans [13], 99, en particulier dans le cas
d'un groupe de Lie a croissance polyno^miale muni d'une famille de champs
de vecteurs ve rifiant la condition de Ho rmander. On retrouve ainsi certains
re sultats de [28]. On peut les comple ter par:
Proposition 7.4. Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe,
et X=[X1 , ..., Xk] une famille de champs de vecteurs invariants a gauche
ve rifiant la condition de Ho rmander. On munit G du gradient et de la dis-
tance associe s a X. Alors, si G n'est pas stratifie par rapport a X,
|(x)&( y)|C(log d(x, y)+1)(D&1)D & |{| &D ,
si d(x, y)1, \ # C 0 (G ),
ou D est l 'exposant de croissance du volume a l 'infini de G.
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Nous renvoyons a [37] pour les explications sur les notions qui figurent
dans l'e nonce pre ce dent. On peut donner un tel e nonce dans le cadre
ge ne ral des groupes de Lie a croissance polyno^miale: il suffit de supposer
que d<D, ou d=d(G, X) est l'exposant de croissance du volume pour les
petites boules. L'exposant (D&1)D est obtenu gra^ce a l'ine galite de
Trudinger de montre e dans [28].
Signalons pour terminer que les conside rations me triques du 96 peuvent
e^tre e tendues au cadre des varie te s et rapproche es des notions de longueur
extre male ou de module d'une famille de courbes, et aussi de distance
conforme. Nous ne de velopperons pas ce the me ici.
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